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GRAFICE DE FUNCTII SI INEGALTATI

DAN COMA

Consideram functia f : [O, g] — [0,1], f(z) = sinz, din al carei grafic rezulta imediat ca
SoaN + SanmB = SoBM-

sin X
4 bt
it
i N ma

Exprimand ariile respective, obtinem:

: . 0 s
xsinz + (1 +sinz) <§ - :c) > 5
de unde rezulta inegalitatea

2x s
1 sinx > —, Vx € [0, —}
(1) > 5
Inegalitatea (1) poate fi usor generalizata pentru doua puncte x si yobtinand
sinx =z
(2) > 0<z<y<s
siny y 2

a carei demonstratie rezulta imediat din inegalitatea obtinuta din ariile figurilor geometrice
formate.
Teorema 1.

(3) rosinxy +...+ 2, SinT,_1 + 180T, > 180Ty + ...+ TpHp_1 80T, + Ty SR T,

unde 0 <z <z2<...<wp < 5.
Demonstratie.

gl x
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Pe graficul functiei sinz alegem n puncte x1,xs,...,T,In conditiile din enunt si obtinem
relatia
SAlBlBQAQ +...+ SAn—an—anAn > SAlBanAn

si exprimand ariile obtinem
(sinzg +sinzy) (x2 —x1) + ...+ (Sinzp—1 +sinxy,) (v, —x1) > (sinzy +sinxy,) (v, — z1) .

Efectuand calculele obtinem relatia (3) din enuntul teoremei.
Observatie. Punctele 0, 1, 5 nu au fost luate in calcul deoarece ar fi dus la anularea simetriei
inegalitatii.
K

Studiul functiei cosz pe intervalul [0, 5] ne ofera inegalitatea

2z T
4 >1-2% wre [0, f}
(4) cosz > - x 5
cos x
A
1 E
I i
o X a2 X

Pentru demonstratie folosim graficul functiei observand ca
SaBmo + SBMN = SANO

si exprimand ariile obtinem inegalitatea (4).

cosx

T

M
7 r Foan i

Considerand doua variabile x, y, astfel ca 0 <z <y < 5, avem

Stamo + Sapnm = STBNO

de unde
z(cosz+ 1)+ (y —z) (cosy + cosz) > y(cosy + 1)
sau
T+ycosr >y -+ xCcosy
de unde

sin 2\ 2
() ( f,) <Z
sin § Y
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Tinand cont de relatiile (2) si (5) obtinem

(6) sinx>x><sin§>2'

siny  y sin 5

Teorema 2.
(7) T9COSX] + T3COST9 + ...+ XLy COSTy—_1 + L1 COSTy >

> T1C0STy + X2COST3 + ...+ Tp_1COSTyp_1 + Ty, COS Ty,
unde 0 <z <z2<...<wp < 5.

Demonstratie. Se face asemanator ca la teorema 1 considerand n puncte in intervalul [0, %] ,
astfel ca0 <my <wy <...<w, < 3.

cos X
A A
A
i3 ,
0 b3 Xy roald o ox

Studiind ariile figurilor geometrice ce rezulta pe graficul functiei cosx obtinem

SAlAQBQBl +...F SAn—lAanBn—l > SAlBanAn
si exprimand aceste arii obtinem inegalitatea (7) din enuntul teoremei 2.
O generalizare a celor doua teoreme o putem face considerand in locul functiilor sinx si cosz

o functie f : [a,b] — R concava (convexa) si continua. Obtinem urmatoarea
Teorema 3.

8) Taf(x1) + w3 f(22) + ... + anf(2p-1) + 21f(2n) > (<)
> (< f(we) + xof(x3) + .o+ Tpe1 f(2n) + 20 f(21)
unde a <1 <290 < ... < xp, <b.
Demonstratia inegalitatii (8) se face asemanator cu demonstratiile celor doua teoreme. Semnul
> este pentru functii concave, iar < este pentru functii convexe.
Aplicatii
1. Intr-un triunghi ascutitunghic avem:

sinA+sinB +sinC > 2.

Aplicand inegalitatea (1) avem sin A > 22, sin B > 2B sinC' > 2¢ i prin insumare acestora
obtinem relatia de mai sus. Nu avem egalitate deoarece unghiurile unui triunghi nu pot fi toate
drepte.

2. Intr-un triunghi ascutitunghic avem:

cos A+ cos B+ cosC > 1.

Se aplica inegalitatea (4) intr-un triunghi ascutitunghic si se insumeaza.

3. 4+2yex>bierd gcac<h<e

Consideram functia convexa si aplicand inegalitatea (8) obtinem

1 1 1 1 1 1
b-—4+c-—+a-—<a-—-+b-—+4+c-—

a b c b c a
care este inegalitatea din Manualul de matematica, clasa a IX-a, autor Bogdan Enescu.
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Observatie. O generalizare a inegalitatii de mai sus este data de D. M. Batinetu in culegerea
,,Eixercitii si probleme de matematica, cls. a XI-a si a XII-a”.
Daca 0 <z <xz9 < ... <z, sa se demonstreze

unde n > 1.
4. Daca 1 < a < b < ¢ atunci:

ab b > b af
Consideram functia functie concava si putem scrie conform (8)
blna+clnb+alnc>alnb+blnc+clna

care devine dupa prelucrari, inegalitatea din enunt
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