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O ABORDARE CU DESCOMPUNERE DE DOMENII A UNEI PROBLEME
DE MAGNETO-HIDRO-DINAMICǍ

EMIL LUNGU AND ALIN POHOATA

Abstract. This paper deals with the flow of a viscous conducting fluid in a pipe with arbi-
trary cross-section and arbitrary wall conductivities under the influence of a transverse magnetic
field. For the numerical solution a finite element discretization is considered in the domain cor-
responding to the fluid and inside the walls of the pipe. When the outer medium is considered
with an arbitrary conductivity the finite element method is coupled with the boundary element
method. The proposed method is illustrated with numerical example.
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1. Introducere

Considerǎm un tub drept cilindric cu pereţi de grosime constantǎ şi având o lungime suficientǎ
(vezi Fig.1), astfel ı̂ncât efectele ı̂n capete sa fie neglijate. Presupunem prin interiorul tubului
curge un fluid viscos, incompresibil ce are permitivitatea electricǎ şi permeabilitatea magneticǎ
apropiate de ale mediului ı̂nconjurǎtor. (ε ≈ ε0, µ ≈ µ0). Relaţia µ ≈ µ0 este deasemenea
consideratǎ ı̂n interiorul pereţilor tubului. Inducţia magneticǎ adimensionalǎ şi intensitatea
câmpului electric la infinit sunt presupuse a fi perpendiculare pe axa tubului. Presupunem
deasemenea cǎ axa Oz coincide cu axa tubului iar axa Ox este paralelǎ cu induţia magneticǎ la
infinit.

2. Problema model

Notǎm cu Ω1 regiunea ocupatǎ de fluid, cu Ω2 peretele regiunii şi cu Ω3 regiunea exterioarǎ.
Deasemenea mai notǎm cu Γij = ∂Ωi

⋂
∂Ωj , i 6= j şi cu Ω = Ω1

⋃
Ω2.

Ecuaţiile fluidului continuu magnetic in variabile adimensionale sunt:
• Ecuaţia de continuitate

(1) divV = 0

• Ecuaţiile Navier - Stokes

(2) (V · ∇)V = −grad p +
1
Re

∆V + RhJ×B

• Ecuaţiile Maxwell

(3) curl E = 0, div B = 0, curl E = 0, div E = 0

• Legea lui Ohm

(4) J = Rm(E + V ×B)

unde am folosit notaţiile
• B = (Bx, By, Bz) inducţia magneticǎ adimensionala
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Figure 1. Problema model

• E = (Ex, Ey, Ez) intensitatea câmpului electric adimensionala
• J = (Jx, Jy, Jz) intensitatea curentului
• p presiunea adimensionala
• Re numarul Reynolds
• Rh numarul de presiune magnetica
• Rm numarul magnetic Reynolds
• V = (Vx, Vy, Vz) viteza adimensionala a fluidului

Adǎugǎm acum condiţia de nealunecare V|Γ12 = 0 şi condiţiile de transmisie

(5) [E]Γ12 · s = 0, [B]Γ12 · s = 0, [B]Γ12 · n = 0, [J]Γ12 · n = 0

(6) [E]Γ23 · s = 0, [B]Γ23 · s = 0, [B]Γ23 · n = 0, [J]Γ23 · n = 0

unde n şi s sunt vectorii normali si tangenţi la la interfeţele respective.
Presupunem acum cǎ mişcarea fluidului datoratǎ gradientului presiunii dealungul tubului şi

vectorii V şi B nu depind de variabila z, i.e.

(7)
∂

∂z
(V,B) = 0,

∂p

∂z
= − 1

Re

Mai presupunem deasemenea cǎ câmpul vitezei are componentǎ nenulǎ doar pe axa Oz adicǎ

(8) V = (0, 0, Vz).

Presupunerile de mai sus ne permit sǎ reducem problema la urmǎtorul sistem de ecuaţii

(9)
1
Re

∆V + Rh(B · ∇)B = P

(10) ∆B + Rm(B · ∇)V = 0

unde P = p+Rh
B2

2 reprezintǎ presiunea totalǎ. Ecuaţia (9) este consideratǎ ı̂n Ω1 iar (10) este
valabilǎ pentru intregul spaţiu cu V egal cu zero pe domeniile Ω2 and Ω3.
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3. Abordarea cu descompunere de domenii

Problemele 9 şi 10 pot fi separate ı̂n douǎ probleme independente. Gǎsirea lui Bx şi By este
simplǎ. A doua problemǎ constǎ ı̂n a gǎsi Bz şi Vz şi este descrisǎ de sistemul:

∆V (x, y) + ReRh
∂B1

∂x
= −1 (x, y) ∈ Ω1(11)

∆B1(x, y) + Rm1

∂V

∂x
= 0 (x, y) ∈ Ω1(12)

∆B2(x, y) = 0 (x, y) ∈ Ω2(13)
∆B3(x, y) = 0 (x, y) ∈ Ω3(14)

ı̂mpreunǎ cu condiţiile

V (x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ12(15)
B1(x, y) = B2(x, y) (x, y) ∈ Γ12(16)

1
Rm1

∂B1

∂n1
(x, y) = − 1

Rm2

∂B2

∂n2
(x, y) (x, y) ∈ Γ12(17)

B2(x, y) = B3(x, y) (x, y) ∈ Γ23(18)
1

Rm2

∂B2

∂n2
(x, y) = − 1

Rm3

∂B3

∂n3
(x, y) (x, y) ∈ Γ23(19)

lim
x2+y2→∞

B3(x, y) = 0(20)

unde ni este normala exterioarǎ la ∂Ωi. Pentru a uşura notaţiile am eliminat indicele z pentru
Bz şi Vz. Indicile i al lui B se referǎ la subdomeniul Ωi.

Pentru ı̂nceput vom considera cazul unui tub de conductivitate arbitrarǎ intr-un mediu perfect
izolator , ceea ce implicǎ faptul cǎ B3 = 0. Problema model va consista astfel ı̂n ecuaţiile (11),
(12), (13) ı̂mpreunǎ cu condiţiile de transmisie pe interfaţǎ (16), (17) şi condiţiile pe frontierǎ
(15) and B2(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ23.

Putem sparge problema redusǎ ı̂n douǎ subprobleme. Mai ı̂ntâi sǎ rezolvǎm problema Dirich-
let
Sǎ se gǎseascǎ V astfel ı̂ncât :

(21)
{
− 1

ReRh
∆V (x, y) = ∂B1

∂x (x, y) + 1
ReRh

(x, y) ∈ Ω1

V (x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ12

şi problema de descompunere a domeniilor:
Sǎ se gǎseascǎ B1 şi B2 astfel ı̂ncât

(22)


− 1

Rm1
∆B1(x, y) = ∂V

∂x (x, y) (x, y) ∈ Ω1

− 1
Rm2

∆B2(x, y) = 0 (x, y) ∈ Ω2

B1(x, y) = B2(x, y) (x, y) ∈ Γ12

B2(x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ23
1

Rm1

∂B1
∂n1

(x, y) + 1
Rm2

∂B2
∂n2

(x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ12

Am vǎzut cǎ aceastǎ problemǎ (22) este echivalentǎ ı̂n sens slab cu

(23)
{

β(x, y)∆B(x, y) = g(V, x, y) (x, y) ∈ Ω
B(x, y) = 0 (x, y) ∈ ∂Ω

unde

(24) g(V, x) =
{

∂V
∂x (x, y) pentru (x, y) ∈ Ω1

0 pentru (x, y) ∈ Ω2
,
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β este o funcţie constantǎ pe porţiuni β(x, y) = 1
Rmi

pentru (x, y) ∈ Ωi şi B|Ωi = Bi pentru
i=1,2.

4. Discretizarea cu elemente finite

Presupunem ca avem o triangulare global cvasi-uniformǎ Th a domeniului Ω astfel ı̂ncât fiecare
subdomeniu Ωi sǎ poatǎ fi scris ca o reuniune de elemente din Th. Fie

X̃h(Ω) = span{φk}M̃
k=1 ⊂ H1

0 (Ω)

un spaţiu de elemente finite, generat de funcţiile liniare pe porţiuni şi continue φk ce se anuleazǎ
pe frontiera ∂Ω,

X̃h(Ωi) = span{φk,i}M̃i
k=1 ⊂ H1

0 (Ωi)

for i=1,2 restricţiile lui X̃h(Ω) la domeniile Ωi şi

Xh(Γ12) = span{ϕk}M
k=1 ⊂ X̃h(Ω)

spaţiul conform de elemente finite generat de baza nodalǎ ϕk, provenitǎ din discretizarea interfeţei
Γ12.

Observǎm cǎ

(25) X̃h(Ω) = X̃h(Ω1)⊕ X̃h(Ω2)⊕Xh(Γ12)

Discretizarea Galerkin a problemei noastre conduce la sistemul algebric

(26)


1

ReRh
K1

II DII 0 DIΓ

DII
1

Rm1
K1

II 0 1
Rm1

K1
IΓ

0 0 1
Rm2

K2
II

1
Rm2

K2
IΓ

DΓI
1

Rm1
K1

IΓ
> 1

Rm2
K2

IΓ
>

KΓΓ




V
BI,1

BI,2

BΓ

 =


f
0
0
0


cu matricile bloc definite de

(27) Ki
II [m,n] :=

∫
Ωi

∇φn,i(x, y)∇φm,i(x, y)dxdy

(28) Ki
IΓ[m, k] :=

∫
Ωi

∇ϕk(x, y)∇φm,i(x, y)dxdy

(29) Ki
ΓΓ[l, k] :=

∫
Ωi

1
Rmi

∇ϕk(x, y)∇ϕl(x, y)dxdy

(30) KΓΓ = K1
ΓΓ + K2

ΓΓ

pentru toţi k, l = 1 ,. . . , M şi m,n = 1 ,. . . , M̃i, i=1,2. Matricile DII , DΓI şi DIΓ sunt definite
dupǎ cum urmeazǎ:

(31) DII [n, m] =
∫

Ω1

∂φm,1

∂x
(x, y)φn,1(x, y)dxdy

(32) DΓI [k, m] :=
∫

Ω1

∂φm,1(x, y)
∂x

ϕk(x, y)dxdy

(33) DIΓ[m, k] :=
∫

Ω1

∂ϕk(x, y)
∂x

φm,1(x, y)dxdy
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pentru toţi k = 1 ,. . . , M and m,n = 1 ,. . . , M̄1.
Vectorul rezultat este dat de:

(34) f(m) :=
1

ReRh

∫
Ω1

φm,1(x, y)dxdy

Figure 2. Domeniu

Pentru aplicaţia numericǎ consideǎm Ω1 = [−1, 1]2,Ω2 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 4} \Ω1

(vezi Fig. 2)şi considerǎm parametrii problemei dupǎ cum urmeazǎ Re = 1, Rh = 10, Rm1 = 10
şi Rm2 = 1. Figurile (4), (4) aratǎ aproximarile lui Vz şi respectiv Bz.

Figure 3. Vz Figure 4. Bz

5. Cuplarea metodei elementelor finite cu metoda elementelor de frontierǎ

Sǎ ne ı̂ntoarcem acum la problema iniţialǎ (11)-(20) unde Bi satisface ecuaţia lui Laplace
pe Ωi, i = 2, 3. Considerǎm acum condiţiile de transmisie pentru Bi şi derivata conormalǎ a
acestuia pe interfaţa Γ23 şi obţinem cǎ

(35)
1

Rm2

(S2B2)(t) +
1

Rm3

(S3B3)(t) = 0 pentru t ∈ Γ23

Acum avem de rezolvat problema variaţionalǎ de a gǎsi B ∈ H1/2(Γ2,3) astfel ı̂ncât

(36)
3∑

i=2

∫
Γ2,3

1
Rmi

(S̃iB)(t)v(t)dst = 0

pentru orice v ∈ H
1/2
0 (Γ23).

Discretizarea Galerkin a problemei (36) cu elemente de frontierǎ ı̂n Ω3 şi elemente finite ı̂n
Ω2 conduce la sistemul liniar

(37) A>1 SFEM
2,h A1BΓ23

+ A>2 SBEM
3,h A2BΓ23

= 0,
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unde matricile S
FEM/BEM
i,h reprezintǎ discretizǎrile operatorului Steklov-Poincaré cu elemente

finite sau de frontiera iat Ai reprezintǎ matricile de conectivitate. Acest sistem cuplat cu sistemul
(26 conduce sa soluţia discretǎ Galerkin a problemei generale (11)-(20).

Pentru domeniile definite mai sus prezentǎm ı̂n figura (5) viteza ca parte a soluţiei problemei
Galerkin asociate problemei (11)-(20) unde am folosit discretizarea cu elemente finite ı̂n Ω1 şi
Ω2 şi elemente de frontierǎ ı̂n Ω3.

Figura (6) reprezintǎ inducţia.

Figure 5. Vz Figure 6. Bz
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