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O ABORDARE CU DESCOMPUNERE DE DOMENII A UNEI PROBLEME
DE MAGNETO-HIDRO-DINAMICA

EMIL LUNGU AND ALIN POHOATA

ABSTRACT. This paper deals with the flow of a viscous conducting fluid in a pipe with arbi-
trary cross-section and arbitrary wall conductivities under the influence of a transverse magnetic
field. For the numerical solution a finite element discretization is considered in the domain cor-
responding to the fluid and inside the walls of the pipe. When the outer medium is considered
with an arbitrary conductivity the finite element method is coupled with the boundary element
method. The proposed method is illustrated with numerical example.
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1. INTRODUCERE

Consideram un tub drept cilindric cu pereti de grosime constanté si avand o lungime suficienta
(vezi Fig.1), astfel incat efectele in capete sa fie neglijate. Presupunem prin interiorul tubului
curge un fluid viscos, incompresibil ce are permitivitatea electrica si permeabilitatea magnetica
apropiate de ale mediului inconjurator. (e ~ g, u ~ pp). Relatia u ~ po este deasemenea
considerata in interiorul peretilor tubului. Inductia magnetica adimensionala si intensitatea
campului electric la infinit sunt presupuse a fi perpendiculare pe axa tubului. Presupunem
deasemenea cé axa Oz coincide cu axa tubului iar axa Ox este paraleld cu indutia magnetica la
infinit.

2. PROBLEMA MODEL

Notam cu {21 regiunea ocupata de fluid, cu €y peretele regiunii gi cu (23 regiunea exterioara.
Deasemenea mai notam cu I';; = 9Q; (09, i # j si cu Q = Q1 Q.
Ecuatiile fluidului continuu magnetic in variabile adimensionale sunt:
e Ecuatia de continuitate

(1) divV =0

e Ecuatiile Navier - Stokes

1
(2) (V-V)V = —grad p+ FAV + Rp,J x B
e Ecuatiile Maxwell
(3) curl E=0, div B=0, curl E=0,div E=0
e Legea lui Ohm
(4) J=R,(E+V xB)

unde am folosit notatiile
e B = (B,, By, B.) inductia magnetica adimensionala
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FIGURE 1. Problema model

e E = (FE,, E,, E.) intensitatea campului electric adimensionala
o J = (Jg,Jy,J.) intensitatea curentului

e p presiunea adimensionala

e R, numarul Reynolds

e Rj numarul de presiune magnetica

e R, numarul magnetic Reynolds

o V= (V,,V,,V,) viteza adimensionala a fluidului

Adaugam acum conditia de nealunecare V|r,, = 0 si conditiile de transmisie

(5) [E]F12 s =0, [B]Fu s =0, [B]Fm -n =0, [J}Fm ‘n=0

(6) [E]Fzs s =0, [B]F23 s =0, [B]Fz?, -n =0, [Jhﬁs ‘n=0

unde n si s sunt vectorii normali si tangenti la la interfetele respective.
Presupunem acum ca miscarea fluidului datorata gradientului presiunii dealungul tubului si
vectorii V gi B nu depind de variabila z, i.e.

0 op 1

7 —(V,B)=0, —=-——
( ) az( ) ) I 62 Re
Mai presupunem deasemenea ca campul vitezei are componenta nenula doar pe axa Oz adica
(8) VvV =(0,0,V).
Presupunerile de mai sus ne permit sa reducem problema la urmatorul sistem de ecuatii

1
(9) FAV +Ry(B-V)B=P

€
(10) AB+ R, (B-V)V =0

unde P =p+ RhBTZ reprezinta presiunea totala. Ecuatia (9) este considerata in € iar (10) este
valabild pentru intregul spatiu cu V egal cu zero pe domeniile 25 and (3.
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3. ABORDAREA CU DESCOMPUNERE

DE DOMENII

Problemele 9 si 10 pot fi separate in doud probleme independente. Gasirea lui B, si By este
simpla. A doua problema consta in a gasi B, si V, si este descrisd de sistemul:

0B
(11) AV (z,y) + ReRha—x1 =-1 (x,y) €Y
ov
(12) ABl(m7y)+Rm1% =0 (l',y) € Ql
(13) ABQ(:E7y) =0 (-’L’,y) € QZ
(14) ABs(z,y) =0 (z,y) € Q3
impreuna cu conditiile
(15) V($?y) =0 (IL',y) € 1112
(16) Bl(:E?y) = Bg(l',y) (I‘,y) € F12
1 831 1 aBQ
1 —_— = — —_— T
(17) R O (2,y) Rons 9o (x,y)  (7,y) €Tz
(18) BQ(J“)y) = Bg(l’,y) (I‘,y) € F23
1 0B, 1 0Bs
1 = - _ ) T
(20) lim Bs(z,y) =0

2+y —00

unde n; este normala exterioara la 9€);. Pentru a ugura notatiile am eliminat indicele z pentru

B, si V. Indicile 4 al lui B se refera la subdomeniul €2;.

Pentru inceput vom considera cazul unui tub de conductivitate arbitrara intr-un mediu perfect

izolator ,

ceea ce implica faptul cad B3 = 0. Problema model va consista astfel in ecuatiile (11),

(12), (13) impreuna cu conditiile de transmisie pe interfata (16), (17) si conditiile pe frontiera

(15) and By(z,y) =0, (x,y) € T'a3.

Putem sparge problema redusa in doua subprobleme. Mai intai sa rezolvam problema Dirich-

let
Sé se gaseasca V astfel incat :

R.R;, Rh AV (z,y) =

9 (x,y) +

21 ReRh
21 L
si problema de descompunere a domeniilor:
Sa se gaseasca By i Bs astfel incat
—T Bi(z,y) = 9% (2,v)

B A ( ,y) =0
(22) Bi(z,y) = Ba(z,y)

Blap=0

1an1(x y)"’ Roma anj( ay) =0

(az,y) SV
(z,y) € T2
(.%',y) €y

(z,y) € Qo
(z,y) € T2
(1',:1/) € F23
(m,y) eIy

Am vazut ca aceasta problema (22) este echivalenta in sens slab cu

5(557 )AB(Z‘, ): (‘/7‘757 ) (CE, )G Q
(23) { g B(;C,g) = ()g ! (x,yy) € N
unde
WV (g entru (x
2 st = | B e Gy £
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[ este o functie constantd pe portiuni f(z,y) = R%m- pentru (z,y) € §; si Blo, = B; pentru
i=1,2.

4. DISCRETIZAREA CU ELEMENTE FINITE

Presupunem ca avem o triangulare global cvasi-uniforma 7, a domeniului 2 astfel incat fiecare
subdomeniu §2; sd poata fi scris ca o reuniune de elemente din 7j. Fie

Xh(Q) = span{gbk}gil C H&(Q)

un spatiu de elemente finite, generat de functiile liniare pe portiuni si continue ¢y ce se anuleaza
pe frontiera 012,

Xn() = span{epi 1ty C Hy (%)
for i=1,2 restrictiile lui X, (©) la domeniile €2; si
Xn(T12) = span{ex}hly C Xa(Q)

spatiul conform de elemente finite generat de baza nodala @y, provenita din discretizarea interfetei
F]_Q .
Observam ca

(25) Xn(Q) = Xn(Q1) © X5(Q2) ® Xp(T12)

Discretizarea Galerkin a problemei noastre conduce la sistemul algebric

o Kir Dy 0 Dir )% f
Dr1 ﬁK}I 0 o 1K}F Br 0
(26) 0 ™0 g2 g T =
R ®mo8IT B, 0
Dr; ﬁK}pT ﬁf@p—r Krr Br 0
cu matricile bloc definite de
(27) Kiglmn)i= [ V6040000V 6o, y)dody
Q;
(28) Kirlm b = [ Vou(w.0)V 6o, y)dody
Q;
i 1
(29) Kipll k] == | ——Voi(z,y)Vei(z,y)dzdy
(30) Krr = Kip + Kip
pentrutotik,l=1,..., Msimn=1, .., M;, i=1,2. Matricile D;7, Dry si D sunt definite

dupa cum urmeaza:

O
(1) D] = | 25 0. y) s () dady
(32) Dry[k, m] ::/Q W@k(w,y)dmy
(33) Dl b= [ I (o sy
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pentrutotik=1,.., M and m,n=1,..., M.
Vectorul rezultat este dat de:
1
34 = dxd
( ) f(m) R.R), ) ¢m,1(x7y) ray

FIGURE 2. Domeniu

Pentru aplicatia numerica consideam Q; = [~1,1]2,Qs = {(z,y) € R?: 0 < 2?2 +9? <4}\ O
(vezi Fig. 2)si consideram parametrii problemei dupa cum urmeaza R, =1, Ry, =10, R, =10
si Ry, = 1. Figurile (4), (4) arata aproximarile lui V, si respectiv B,.

¥ e
G )
s

FIGURE 3. V, FIGURE 4. B,

5. CUPLAREA METODEI ELEMENTELOR FINITE CU METODA ELEMENTELOR DE FRONTIERA

Sa ne intoarcem acum la problema initiala (11)-(20) unde B; satisface ecuatia lui Laplace
pe ;, ¢ = 2,3. Consideram acum conditiile de transmisie pentru B; si derivata conormala a
acestuia pe interfata I'23 si obtinem ca

1
(SQBQ)(t) + 7(5333)(15) =0 pentrut el'ag

(35) .

R,

Acum avem de rezolvat problema variationald de a gisi B € H'Y/2 (I'y,3) astfel incat
36 S B t)ds; =0
(36) ZFHRM (e(t)ds,

pentru orice v € Hé/Z(FQ?)).
Discretizarea Galerkin a problemei (36) cu elemente de frontiera in €3 si elemente finite in
Qs conduce la sistemul liniar

(37) Al Sy M A\ By, + Ay S§PM Ay Br,, =0,
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. FEM/BEM R s . . ,
unde matricile S, , / reprezintéd discretizarile operatorului Steklov-Poincaré cu elemente

finite sau de frontiera iat A; reprezinta matricile de conectivitate. Acest sistem cuplat cu sistemul
(26 conduce sa solutia discreta Galerkin a problemei generale (11)-(20).

Pentru domeniile definite mai sus prezentam in figura (5) viteza ca parte a solutiei problemei
Galerkin asociate problemei (11)-(20) unde am folosit discretizarea cu elemente finite in €; si
Qs si elemente de frontiera in Q3.

Figura (6) reprezinta inductia.

FIGURE 5. V, FIGURE 6. B,
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